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Kumpulan tiedekirjasto
Tutkielmassa todistamme, että valitut alueet ovat Lp-keskiarvoalueita. Aloitamme esittelemällä kva-
sihyperbolisen metriikan. Tarvitsemme metriikkaa koko tutkielman ajan. Kvasihyperbolinen met-
riikka on n-ulotteinen vastine standardille hyperboliselle metriikalle avaruudessa R2. Todistamme,
että kvasihyperbolinen metriikka on todella metriikka ja esitämme lyhyesti erittäin käyttökelpoisen
arvion kvasihyperboliselle metriikalle. Toisen luvun lopussa esitämme Lp-keskiarvoalueen määritel-
män, joka pohjautuu kvasihyperboliseen metriikkaan.
Kolmannessa luvussa osoitamme, että pallo avaruudessa Rn on Lp-keskiarvoalue. Pallossa kvasihy-
perbolinen metriikka on helppo laskea ja saammekin sille tarkan arvion. Kun siirrymme polaari-
koordinaatteihin, induktiolla sekä dimension n että luvun p suhteen saamme osoitettua, että pallo
on Lp-keskiarvoalue.
Neljännessä luvussa käsittelemme kolmiota tasossa. Kvasihyperboliselle metriikalle kolmiossa saam-
me laskettua hyvän arvion. Tutkielmassa laskemme ylärajan kvasihyperbolisen metriikan integraa-
lille kolmiossa, kun potenssi p = 1, p = 2 ja p = 3. Ennestään tiedämme, että kolmio on Lp-
keskiarvoalue.
Viidennessä luvussa käsittelemme äärellistä piikkialuetta. Piikkiin olemme liittäneet kolmion, mutta
se voisi olla mikä tahansa Lp-keskiarvoalue, kuten pallo tai kuutio. Kuitenkin koko alueen mitan
tulee olla äärellinen. Todistuksen jälkeen osoitamme tärkeän lauseen. Se antaa yhden mahdollisen
funktion, jolla voimme muodostaa halutun piikin S.
Lopuksi tutkimme äärettömyyteen jatkuvaa piikkiä. Piikki on jälleen rajattu kolmiolla, mutta se
voisi olla pallo, kuutio tai kolmio jossain toisessa asennossa. Oleellista on, että koko alueen mitta
on äärellinen. Laskut ovat vastaavat kuin rajoitetussa tapauksessa.
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1 Johdanto
Tutkielmassa todistamme, etta¨ valitut alueet ovat Lp-keskiarvoalueita. Aloi-
tamme esittelema¨lla¨ kvasihyperbolisen metriikan. Tarvitsemme metriikkaa
koko tutkielman ajan. Kvasihyperbolinen metriikka on n-ulotteinen vastine
standardille hyperboliselle metriikalle avaruudessa R2. Todistamme, etta¨ kva-
sihyperbolinen metriikka on todella metriikka ja esita¨mme lyhyesti eritta¨in
ka¨ytto¨kelpoisen arvion kvasihyperboliselle metriikalle. Toisen luvun lopussa
esita¨mme Lp-keskiarvoalueen ma¨a¨ritelma¨n, joka pohjautuu kvasihyperboli-
seen metriikkaan.
Kolmannessa luvussa osoitamme, etta¨ pallo avaruudessa Rn on Lp-keski-
arvoalue. Pallossa kvasihyperbolinen metriikka on helppo laskea ja saamme-
kin sille tarkan arvion. Kun siirrymme polaarikoordinaatteihin, induktiolla
seka¨ dimension n etta¨ luvun p suhteen saamme osoitettua, etta¨ pallo on Lp-
keskiarvoalue.
Nelja¨nnessa¨ luvussa ka¨sittelemme kolmiota tasossa. Kvasihyperboliselle
metriikalle kolmiossa saamme laskettua hyva¨n arvion. Tutkielmassa laskem-
me yla¨rajan kvasihyperbolisen metriikan integraalille kolmiossa, kun potenssi
p = 1, p = 2 ja p = 3. Ennesta¨a¨n tieda¨mme, etta¨ kolmio on Lp-keskiarvoalue.
Viidennessa¨ luvussa ka¨sittelemme a¨a¨rellista¨ piikkialuetta. Piikkiin olem-
me liitta¨neet kolmion, mutta se voisi olla mika¨ tahansa Lp-keskiarvoalue,
kuten pallo tai kuutio. Kuitenkin koko alueen mitan tulee olla a¨a¨rellinen.
Todistuksen ja¨lkeen osoitamme ta¨rkea¨n lauseen. Se antaa yhden mahdollisen
funktion, jolla voimme muodostaa halutun piikin S.
Lopuksi tutkimme a¨a¨retto¨myyteen jatkuvaa piikkia¨. Piikki on ja¨lleen ra-
jattu kolmiolla, mutta se voisi olla pallo, kuutio tai kolmio jossain toisessa
asennossa. Oleellista on, etta¨ koko alueen mitta on a¨a¨rellinen. Laskut ovat
vastaavat kuin rajoitetussa tapauksessa.
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2 Johdatus Lp-keskiarvoalueen ma¨a¨ritelma¨a¨n
Ma¨a¨ritelma¨ 2.1. Olkoon D avaruuden Rn aito osa-alue, n ≥ 2. Pisteiden
x1 ja x2 va¨linen kvasihyperbolinen metriikka alueessa D on
kD(x1, x2) = inf
γ
∫
γ
ds
dist(x, ∂D)
,
missa¨ γ : [0, 1]→ D on suoristuva polku alueessa D pisteiden x1 ja x2 va¨lilla¨
ja infimum otetaan kaikkien ta¨llaisten polkujen yli.
Osoitetaan, etta¨ eta¨isyys kD(x1, x2) on metriikka alueessa D.
Lause 2.2. Kvasihyperbolinen eta¨isyys kD(x1, x2) ma¨a¨rittelee metriikan alu-
eessa D eli
1. kD(x1, x2) ≤ kD(x1, x3) + kD(x3, x2)
2. kD(x1, x2) = kD(x2, x1)
3. kD(x1, x2) = 0, jos ja vain jos x1 = x2
kaikilla pisteilla¨ x1, x2, x3 ∈ D.
Todistus. Oletetaan, etta¨ pisteet x1, x2, x3 ∈ D. Olkoon γij : xi 7→ xj suo-
ristuva polku pisteesta¨ xi pisteeseen xj. Tulopolku γij ∗ γjk : [0, 1] → D
ma¨a¨ritella¨a¨n asettamalla
(γij ∗ γjk)(t) =
{
γij(2t) , kun t ∈ [0, 12 ]
γjk(2t− 1) , kun t ∈ [12 , 1]
1. Kaikille pisteet x1 ja x3 aluessa D yhdista¨ville suoristuville poluille γ13
ja kaikille pisteet x3 ja x2 alueessa D yhdista¨ville suoristuville poluille
γ32 on voimassa
kD(x1, x2) = inf
γ12
∫
γ12
ds
dist(x, ∂D)
≤
∫
γ13∗γ32
ds
dist(x, ∂D)
=
∫
γ13
ds
dist(x, ∂D)
+
∫
γ32
ds
dist(x, ∂D)
.
Siis
kD(x1, x2) = inf
γ12
∫
γ12
ds
dist(x, ∂D)
≤ inf
γ13
∫
γ13
ds
dist(x, ∂D)
+ inf
γ32
∫
γ32
ds
dist(x, ∂D)
= kD(x1, x3) + kD(x3, x2).
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2. Pisteet x1 ja x2 yhdista¨va¨n suoristuvan polkun γ12 avulla saamme pis-
teet x2 ja x1 yhdista¨va¨n polun γ21. Polku γ21 on polun γ12 vastapolku
eli γ21 =
←−γ12. Tiedeta¨a¨n, etta¨∫
γ12
ds
dist(x, ∂D)
=
∫
←−γ12
ds
dist(x, ∂D)
.
Na¨in ollen
kD(x1, x2) = kD(x2, x1).
3. Oletetaan, etta¨ x1 = x2. Ta¨llo¨in pisteet x1 ja x2 voidaan yhdista¨a¨
alueessa D suoristuvalla polulla γ12, jonka pituus l(γ12) = 0. Nyt
0 ≤ kD(x1, x2) = inf
γ12
∫
γ12
ds
dist(x, ∂D)
≤
∫
γ12
ds
dist(x, ∂D)
= 0.
Siis kD(x1, x2) = 0.
Oletetaan, etta¨ x1 6= x2. Kaikilla x ∈ γ12[0, 1] on voimassa
dist(x, ∂D) ≤ |x1 − x|+ dist(x1, ∂D) ≤ l(γ12) + dist(x1, ∂D).
Ta¨sta¨ saamme arvion∫
γ12
ds
dist(x, ∂D)
≥
∫
γ12
ds
l(γ12) + dist(x1, ∂D)
=
1
l(γ12) + dist(x1, ∂D)
∫
γ12
ds =
l(γ12)
l(γ12) + dist(x1, ∂D)
≥ |x1 − x2||x1 − x2|+ dist(x1, ∂D)
kaikilla pisteiden x1 ja x2 va¨lisilla¨ suoristuvilla poluilla γ12. Siis
kD(x1, x2) = inf
γ12
∫
γ12
ds
dist(x2, ∂D)
≥ |x1 − x2||x1 − x2|+ dist(x1, ∂D) > 0.
Yhdista¨ma¨lla¨ molemmat tapaukset saamme, etta¨ kD(x1, x2) = 0, jos ja
vain jos x1 = x2.
Lause 2.3. Jos D on avaruuden Rn aito osa-alue, niin
kD(x1, x2) ≥ log dist(x1, ∂D)
dist(x2, ∂D)
(1)
kaikilla x1, x2 ∈ D.
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Todistus. Todistus on esitetty kandidaatintutkielmassa [Ran] Lemmassa 3.2.
Todistuksen pohjana on ka¨ytetty Gehringin ja Palkan [GePa] Lemmaa 2.1.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.4. Olkoon 1 ≤ p < ∞. Alue D on Lp-keskiarvoalue, jos ja
vain jos ∫
D
k(x, x0)
pdx <∞,
jollakin x0 ∈ D.
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3 Pallo
Ma¨a¨riteta¨a¨n kvasihyperbolisen eta¨isyyden lauseke avaruuden Rn, n ≥ 2, pal-
lossa B = Bn(x0, R), missa¨ x0 on pallon keskipiste ja R > 0 sa¨de. Oletetaan
koko luvun ajan, etta¨ x0 = 0. Lasketaan nyt eta¨isyys pallon keskipisteen ja
mielivaltaisen pallon pisteen x ∈ B va¨lilla¨. Suoraan kvasihyperbolisen met-
riikan ma¨a¨ritelma¨sta¨ saadaan
kB(0, x) = kB(0, |x|) ≤
∫
γ
ds
dist(y, ∂B)
, missa¨
γ(t) = t, t ∈ [0, |x|]. Ta¨llo¨in dist(γ(t), ∂B) = R− t. Nyt
kB(0, x) ≤
∫ |x|
0
dt
R− t .
Tehda¨a¨n muuttujanvaihto R− t = u ja du = −dt. Ta¨llo¨in
∫ |x|
0
dt
R− t = −
∫ R−|x|
R
du
u
= −
R−|x|/
R
log |u|
= − log(R− |x|) + logR = logR− log(R− |x|) = log R
R− |x| .
Siis
kB(0, x) ≤ log R
R− |x| .
Toisaalta epa¨yhta¨lo¨n (1) nojalla
kB(0, x) ≥ log dist(0, ∂B)
dist(x, ∂B)
= log
R
R− |x| .
Yhdista¨ma¨lla¨ ylla¨ lasketut tulokset saamme
kB(0, R) = log
R
R− |x| .
Lause 3.1. Olkoon p ∈ {1, 2, . . .}, B = Bn(0, R), n ∈ {2, 3, . . .} ja R > 0.
Ta¨llo¨in ∫
B
kB(0, x)
p dx = cn
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n
)p
Rn
n
,
missa¨ cn riippuu vain dimensiosta n.
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0
x
R
|x|
Kuva 1: Pallo B
Todistus. Merkita¨a¨n Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}. Vaihtamalla polaarikoordi-
naatteihin saadaan∫
B
(kB(0, x))
pdx =
∫
B
(
log
R
R− |x|
)p
dx
=
∫
Sn−1
(∫ R
0
(
log
R
R− |tϕ|
)p
tn−1dt
)
dσ(ϕ)
=
∫
Sn−1
(∫ R
0
(
log
R
R− t
)p
tn−1dt
)
dσ(ϕ)
= σ(Sn−1)
(∫ R
0
(
log
R
R− t
)p
tn−1dt
)
,
missa¨ σ on pintamitta pallokuorella Sn−1. Ja¨teta¨a¨n vakio cn = σ(Sn−1) pois
koska se ei periaatteessa vaikuta seuraaviin tuloksiin. Osoitetaan, etta¨∫ R
0
(
log
R
R− t
)p
tn−1dt =
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n
)p
Rn
n
. (2)
1. Perusaskel: Oletetaan, etta¨ p = 1 ja 0 < R < ∞ seka¨ n ∈ {2, 3, 4, . . .}
ovat kiinnitetty. Osoitetaan, etta¨∫ R
0
(
log
R
R− t
)
tn−1dt =
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n
)
Rn
n
. (3)
Todistamme va¨itteen induktiolla dimension n suhteen.
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(a) Perusaskel:
Oletetaan, etta¨ n = 2 eli osoitetaan etta¨∫ R
0
(
log
R
R− t
)
t dt =
(
1 +
1
2
)
R2
2
.
Ta¨llo¨in ∫ R
0
(
log
R
R− t
)
t dt = lim
b→R
∫ b
0
(
log
R
R− t
)
t dt
=
∫ R
0
t logRdt− lim
b→R
∫ b
0
t log(R− t) dt.
Ensimma¨inen integraali on helppo laskea. Siita¨ saadaan∫ R
0
t logRdt = logR
R/
0
1
2
t2 =
1
2
R2 logR.
Tehda¨a¨n toiseen integraaliin muuttujan vaihto R− t = u ja −dt =
du. Ta¨llo¨in∫ R
0
t log(R− t) dt = lim
b→R
∫ b
0
t log(R− t) dt
= − lim
a→0
∫ a
R
(R− u) log u du = lim
a→0
∫ R
a
(R− u) log u du
= lim
a→0
(∫ R
a
R log u du−
∫ R
a
u log u du
)
.
Ja¨lleen ensimma¨inen integraali on helppo ja siita¨ saadaan∫ R
0
R log u du = R lim
a→0
∫ R
a
log u du = lim
a→0
R
R/
a
(u log u− u)
= R2 logR−R2.
Ja¨lkimma¨inen integraali saadaan laskettua ka¨ytta¨ma¨lla¨ osittaisin-
tegrointikaavaa∫ b
a
f ′(t)g(t)dt =
b/
a
f(t)g(t)−
∫ b
a
g′(t)f(t)dt, (4)
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missa¨ funktiot f ja g ovat derivoituvia seka¨ derivaatat f ′ ja g′ ovat
Riemann-integroituvia va¨lilla¨ [a, b].Valitaan f ′(t) = u ja g(t) =
log u. Nyt∫ R
0
u log u du = lim
a→0
∫ R
a
u log u du
= lim
a→0
R/
a
1
2
u2 log u− lim
a→0
∫ R
a
1
2
u2
1
u
du
=
1
2
R2 logR− 1
2
∫ R
0
u du =
1
2
R2 logR− 1
4
R/
0
u2
=
1
2
R2 logR− 1
4
R2.
Yhdisteta¨a¨n lasketut integraalit, jolloin∫ R
0
(
log
R
R− t
)
t dt
=
1
2
R2 logR−
(
R2 logR−R2 −
(
1
2
R2 logR− 1
4
R2
))
=
1
2
R2 logR−R2 logR +R2 + 1
2
R2 logR− 1
4
R2
=
3
4
R2 =
(
1 +
1
2
)
R2
2
.
(b) Induktioaskel: Oletetaan, etta¨ yhta¨lo¨ (3) pa¨tee dimensiossa n.
Ta¨llo¨in ∫ R
0
(
log
R
R− t
)
tn−1dt =
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n
)
Rn
n
.
Osoitetaan, etta¨ va¨ite on voimassa dimensiossa n + 1. Lasketaan
integraali ∫ R
0
(
log
R
R− t
)
tndt
osittaisintegroimalla ka¨ytta¨en kaavaa (4). Valitaan g(t) = tn eli
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g′(t) = ntn−1 ja f ′(t) = log R
R−t . Lasketaan f(t).
f(t) =
∫
log
R
R− t dt =
∫
(logR− log(R− t)) dt
=
∫
logRdt−
∫
log(R− t) dt
= t logR− ((R− t) log(R− t)− (R− t))(−1)
= t logR + (R− t) log(R− t)− (R− t).
Sovelletaan osittaisintegrointi kaavaa (4). Ta¨llo¨in∫ R
0
(
log
R
R− t
)
tn dt = lim
b→R
∫ b
0
(
log
R
R− t
)
tn dt
= lim
b→R
(
b/
0
tn(t logR + (R− t) log(R− t)− (R− t))
−
∫ b
0
ntn−1(t logR + (R− t) log(R− t)− (R− t)) dt
)
= lim
b→R
(
bnb logR + bn(R− b) log(R− b)− bn(R− b)
−
∫ b
0
ntn−1(t logR + (R− t) log(R− t)− (R− t)) dt
)
.
Sijoituksen ja¨ljilta¨ muut raja-arvot ovat helppoja paitsi keskimma¨inen.
L’Hoˆpitalin sa¨a¨nto¨a¨ ka¨ytta¨ma¨lla¨ saadaan
lim
b→R
bn(R− b) log(R− b) = 0.
Edelleen∫ R
0
(
log
R
R− t
)
tn dt
= RnR logR− lim
b→R
∫ b
0
ntn logRdt
− lim
b→R
∫ b
0
ntn−1(R− t) log(R− t) dt+ lim
b→R
∫ b
0
ntn−1(R− t) dt.
Muunnetaan ensimma¨inen termi integraalimuotoon ja hajotetaan
3 PALLO 14
muita integraaleja lisa¨a¨. Nyt∫ R
0
(
log
R
R− t
)
tn dt
= R
∫ R
0
ntn−1 logRdt− n
∫ R
0
tn logRdt
− lim
b→R
∫ b
0
ntn−1R log(R− t) dt+ lim
b→R
∫ b
0
ntn log(R− t) dt
+
∫ R
0
ntn−1(R− t) dt
= nR
∫ R
0
tn−1 logRdt− nR lim
b→R
∫ b
0
tn−1 log(R− t) dt
− n
∫ R
0
tn logRdt+ n lim
b→R
∫ b
0
tn log(R− t) dt
+ nR
∫ R
0
tn−1 dt− n
∫ R
0
tn dt.
Yhdisteta¨a¨n integraaleja sopivasti, jolloin∫ R
0
(
log
R
R− t
)
tn dt
= nR lim
b→R
∫ b
0
tn−1
(
log
R
R− t
)
dt− n lim
b→R
∫ b
0
tn
(
log
R
R− t
)
dt
+ nR
R/
0
1
n
tn − n
R/
0
1
n+ 1
tn+1.
Toinen integraali on sama kuin mita¨ yrita¨mme laskea, joten siir-
reta¨a¨n se toiselle puolelle.
(n+ 1)
∫ R
0
tn
(
log
R
R− t
)
dt
= nR lim
b→R
∫ b
0
tn−1
(
log
R
R− t
)
dt+Rn+1 − n
n+ 1
Rn+1
= nR
∫ R
0
tn−1
(
log
R
R− t
)
dt+Rn+1 − n
n+ 1
Rn+1.
Jaetaan puolittain luvulla n + 1 ja ka¨yteta¨a¨n induktio-oletusta.
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Ta¨llo¨in∫ R
0
tn
(
log
R
R− t
)
dt
=
nR
n+ 1
((
1 +
1
2
+ . . .+
1
n
)
Rn
n
)
+
Rn+1
n+ 1
− nR
n+1
(n+ 1)(n+ 1)
=
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n
)
Rn+1
n+ 1
+
(n+ 1)Rn+1
(n+ 1)(n+ 1)
− nR
n+1
(n+ 1)(n+ 1)
=
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n
)
Rn+1
n+ 1
+
Rn+1
(n+ 1)(n+ 1)
=
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n
+
1
n+ 1
)
Rn+1
n+ 1
.
Va¨ite (3) on osoitettu kaikilla n ∈ {2, 3, 4, . . .}. Osoitetaan nyt yhta¨lo¨
(2) kaikilla p ∈ {1, 2, 3, . . .} kun n on kiinnitetty. Induktion perusaskel
eli tapaus p = 1 on laskettu edella¨.
2. Induktioaskel: Oletetaan, etta¨ va¨ite pa¨tee vakiolla p− 1 eli∫ R
0
tn−1
(
log
R
R− t
)p−1
dt =
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n
)p−1
Rn
n
.
Osoitetaan, etta¨∫ R
0
tn−1
(
log
R
R− t
)p
dt =
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n− 1 +
1
n
)p
Rn
n
. (5)
Nyt∫ R
0
tn−1
(
log
R
R− t
)p
dt =
∫ R
0
tn−1
(
log
R
R− t
)p−1(
log
R
R− t
)
dt.
Integraali saadaan laskettua soveltamalla osittaisintegrointikaavaa (4).
Valitaan
f ′(t) = tn−1
(
log
R
R− t
)p−1
ja g(t) = log
R
R− t .
Ta¨llo¨in funktio f(t) saadaan induktio-oletuksesta
f(t) =
(
1 + . . .+
1
n
)p−1
tn
n
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ja g′(t) voidaan laskea suoraan
g′(t) = − 1
R− t(−1) =
1
R− t .
Nyt ∫ R
0
tn−1
(
log
R
R− t
)p
dt = lim
b→R
∫ b
0
tn−1
(
log
R
R− t
)p
dt
= lim
b→R
[
b/
0
(
1 + . . .+
1
n
)p−1
tn
n
log
R
R− t
−
∫ b
0
1
R− t
(
1 + . . .+
1
n
)p−1
tn
n
dt
]
= lim
b→R
[(
1 + . . .+
1
n
)p−1
bn
n
log
R
R− b
+
1
n
(
1 + . . .+
1
n
)p−1 ∫ b
0
tn
t−R dt
]
.
Tarkastellaan kiintea¨a¨ lukua 0 < b < R. Jaetaan tn termilla¨ t − R
esimerkiksi jakokulmassa. Ta¨llo¨in∫ b
0
tn
t−R dt =
∫ b
0
(
tn−1 +Rtn−2 + . . .+Rn−1 +
Rn
t−R
)
dt
=
b/
0
(
1
n
tn +
R
n− 1t
n−1 + . . .+Rn−1t+Rn log | t−R |
)
=
bn
n
+
R
n− 1b
n−1 + . . .+Rn−1b+Rn (log |b−R| − log | −R|)
=
bn
n
+
R
n− 1b
n−1 + . . .+Rn−1b−Rn logR +Rn log(R− b).
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Siis∫ R
0
tn−1
(
log
R
R− t
)p
dt
= lim
b→R
[(
1 + . . .+
1
n
)p−1
bn
n
log
R
R− b
+
1
n
(
1 + . . .+
1
n
)p−1(
bn
n
+
R
n− 1b
n−1 + . . .+Rn−1b
−Rn logR +Rn log(R− b)
]
= lim
b→R
1
n
(
1 + . . .+
1
n
)p−1
·
[
bn logR− bn log(R− b)
+
bn
n
+
R
n− 1b
n−1 + . . .+Rn−1b−Rn logR +Rn log(R− b)
]
=
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n− 1 +
1
n
)p−1
1
n
·[
lim
b→R
(bn
n
+
R
n− 1b
n−1 + . . .+Rn−1b
+ (bn −Rn) logR + (Rn − bn) log(R− b)
)]
=
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n− 1 +
1
n
)p−1
1
n
·
(
1
n
+
1
n− 1 + . . .+ 1
)
Rn
=
(
1 +
1
2
+ . . .+
1
n− 1 +
1
n
)p
Rn
n
.
Siis yhta¨lo¨ (5) on todistettu ja na¨in ollen lause on todistettu.
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4 Kolmio
Oletetaan koko luvun ajan, etta¨ n = 2. Merkinna¨lla¨ γx,y tarkoitamme pistei-
den x ja y va¨lista¨ janaa γ. Ma¨a¨riteta¨a¨n aluksi kvasihyperbolisen metriikan
lauseke tasakylkisessa¨ kolmiossa K. Olkoon kolmio suorien
x = 0, y = 0 ja x− y = 1
rajoittama. Olkoon z = (x, y) ja z0 kulmanpuolittajien leikkauspiste.
Kuva 2: Kolmio K koordinaatistossa.
Lause 4.1. Kaikilla z ∈ K pa¨tee:
kK(z, z0) ≤ 3 log 1
dist(z, ∂K)
+ 3.
Todistus. Todistuksessa ka¨yteta¨a¨n la¨hteena¨ pro gradua [Ra]. Lasketaan aluk-
si eta¨isyys dist(z0, ∂K). Pythagoraan lauseesta saadaan
s =
1
2
(
√
12 + 12) =
√
2
2
=
1√
2
.
Kolmio K on tasakylkinen, joten α = pi/8 ja suorakulmaisen kolmion
trigonometriasta saadaan
dist(z0, ∂K) = s tanα =
1√
2
tan
pi
8
=
1
2 +
√
2
. (6)
4 KOLMIO 19
Kuva 3: Kolmio K, johon on merkitty kvasihyperbolisen metriikan laskemi-
sessa tarvittavat pisteet seka¨ janat.
Kiinniteta¨a¨n piste z ∈ K. Olkoon γ pisteiden z0 ja z va¨linen jana ja
olkoon t piste janalla. Olkoon u ∈ ∂K piste, jolle |t − u| = dist(t, ∂K) ja
olkoon v ∈ ∂K janan γ jatkeella oleva piste. Merkita¨a¨n symbolilla β janan
γ jatkeen ja kolmion sivun va¨lista¨ kulmaa. Koska z0 on kulmanpuolittajien
leikkauspiste, niin β ∈ [pi/8, pi/2]. Nyt kaikilla t ∈ γ
dist(t, ∂K) = |t− u| = |t− v| sin β (7)
≥ |t− z| sin β ≥ |t− z| sin pi
8
≥ |t− z|
3
.
Oletetaan, etta¨ on voimassa epa¨yhta¨lo¨
|t− z| ≤ 1
2
dist(z, ∂K). (8)
Nyt ka¨ytta¨ma¨lla¨ kolmioepa¨yhta¨lo¨a¨, saadaan
dist(z, ∂K) ≤ |z − u| ≤ |z − t|+ |t− u|
= dist(t, ∂K) + |t− z|.
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Ka¨ytta¨ma¨lla¨ ylla¨ olevaa epa¨yhta¨lo¨a¨ seka¨ epa¨yhta¨lo¨a¨ (8), saadaan
dist(t, ∂K) ≥ dist(z, ∂K)− |t− z| (9)
≥ dist(z, ∂K)− 1
2
dist(z, ∂K) =
1
2
dist(z, ∂K).
Osoitetaan, etta¨
kK(z, z0) ≤ 3 log 1
dist(z, ∂K)
+ 3 (10)
kaikilla z ∈ K. Todistetaan epa¨yhta¨lo¨ (10) kahdessa osassa.
1. Oletetaan ensin, etta¨ on olemassa piste y ∈ γ[0, 1] jolle on voimassa
|y − z| = 1
2
dist(z, ∂K). (11)
Kun piste t on pisteiden y ja z va¨lisella¨ polulla γ eli t ∈ γy,z, niin
|t− z| ≤ 1
2
dist(z, ∂K).
Kvasihyperbolisen metriikan ma¨a¨ritelma¨n nojalla
kK(z, z0) ≤
∫
γ
ds
dist(t, ∂K)
=
∫
γz,y
ds
dist(t, ∂K)
+
∫
γy,z0
ds
dist(t, ∂K)
. (12)
Tutkitaan ensin ensimma¨ista¨ integraalia kaavarivilta¨ (12). Arvion (9)
ja oletuksen (11) nojalla∫
γz,y
ds
dist(t, ∂K)
≤
∫
γz,y
2
dist(z, ∂K)
ds =
2
dist(z, ∂K)
∫
γz,y
ds
=
2|y − z|
dist(z, ∂K)
=
dist(z, ∂K)
dist(z, ∂K)
= 1.
Tutkitaan seuraavaksi ja¨lkimma¨ista¨ termia¨ kaavarivilta¨ (12). Ka¨yteta¨a¨n
arviota (7) ja oletusta (11) seka¨ logaritmin tulokaavaa, jolloin∫
γy,z0
ds
dist(t, ∂K)
≤
∫
γy,z0
3
|t− z|ds = 3
∫ |z0−z|
|y−z|
dx
x
= 3
|z0−z|/
|y−z|
log x = 3(log |z0 − z| − log |y − z|)
= 3 log
|z0 − z|
|y − z| = 3 log
2|z0 − z|
dist(z, ∂K)
= 3 log
1
dist(z, ∂K)
+ 3 log(2|z0 − z|).
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Eta¨isyyden lausekkeen (6) ja arvion (7) nojalla ja¨lkimma¨isesta¨ termista¨
saadaan
3 log(2|z0 − z|) ≤ 3 log(6 dist(z0, ∂K))
= 3 log
(
6√
2
tan
pi
8
)
< 2.
Siis ∫
γy,z0
ds
dist(t, ∂K)
≤ 3 log 1
dist(z, ∂K)
+ 2.
Kun yhdisteta¨a¨n erikseen lasketut integraalit, niin
kK(z, z0) ≤
∫
γz,y
ds
dist(t, ∂K)
+
∫
γy,z0
ds
dist(t, ∂K)
≤ 1 + 3 log 1
dist(z, ∂K)
+ 2
= 3 log
1
dist(z, ∂K)
+ 3.
Epa¨yhta¨lo¨ (10) on voimassa ensimma¨isessa¨ tapauksessa.
2. Oletetaan nyt, etta¨
|t− z| < 1
2
dist(z, ∂K) (13)
kaikilla t ∈ γ. Nyt arvion (9) nojalla saadaan
kK(z, z0) ≤
∫
γ
ds
dist(t, ∂K)
≤
∫
γ
2
dist(z, ∂K)
ds
=
2
dist(z, ∂K)
∫
γ
ds =
2|z0 − z|
dist(z, ∂K)
≤ 2 ·
1
2
dist(z, ∂K)
dist(z, ∂K)
= 1.
Ka¨yteta¨a¨n eta¨isyyden lauseketta (6), jolloin
log
1
dist(z, ∂K)
≥ log 1
dist(z0, ∂K)
= log
√
2
tan(pi/8)
> 0.
Ja¨lleen
kK(z, z0) ≤ 1 ≤ 3 log 1
dist(z, ∂K)
+ 3.
Olemme siis osoittaneet, etta¨
kK(z, z0) ≤ 3 log 1
dist(z, ∂K)
+ 3.
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On varsin helppoa osoittaa, etta¨ kolmio on Lp-keskiarvoalue, kun p ∈
[1,∞). Seuraavaksi laskemme arviot kvasihyperbolisen metriikan potenssille
p tapauksissa p = 1, p = 2 seka¨ p = 3.
Lause 4.2. Osoitetaan seuraavat tulokset:
1. Oletetaan, etta¨ p = 1. Ta¨llo¨in∫
K
kK(z, z0) dz ≤ 3
(
5
4
− 1
2
log
1
2 +
√
2
)
.
2. Oletetaan, etta¨ p = 2. Ta¨llo¨in∫
K
kK(z, z0)
2 dz ≤ 32
(
15
4
− 5
2
log
1
2 +
√
2
+
1
2
(
log
1
2 +
√
2
)2)
.
3. Oletetaan, etta¨ p = 3. Ta¨llo¨in∫
K
kK(z, z0)
3 dz
≤ 33
(
109
8
− 45
4
log
1
2 +
√
2
+
15
4
(
log
1
2 +
√
2
)2
− 1
2
(
log
1
2 +
√
2
)3)
.
Todistus. Jaetaan kolmio kolmeen osaan kulmanpuolittajien mukaisesti ku-
van 4 osoittamalla tavalla. Kulmanpuolittajien leikkauspiste on
(
1
2+
√
2
,− 1
2+
√
2
)
.
Lauseen 4.1 nojalla
Ip :=
∫
K
kK(z, z0)
pdz ≤
3∑
j=1
∫
Kj
(
3 log
1
dist(z, ∂K)
+ 3
)p
dz =: Ip1 + I
p
2 + I
p
3 .
Alueet K1 ja K2 ovat symmetriset joten niista¨ riitta¨a¨ laskea vain toinen.
Lasketaan integraali ensin yli alueen K2 ja sitten yli alueen K3.
1. Oletetaan, etta¨ p = 1. Aluessa K2 eta¨isyys dist(z, ∂D) = x. Ta¨llo¨in
integraali yli alueen K2 on
I12 =
∫ 1
2+
√
2
0
∫ −x
(1+
√
2)x−1
(
3 log
1
x
+ 3
)
dy dx
= 3
∫ 1
2+
√
2
0
∫ −x
(1+
√
2)x−1
(log 1− log x+ 1) dy dx
= 3
∫ 1
2+
√
2
0
∫ −x
(1+
√
2)x−1
(1− log x) dy dx.
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Kuva 4: Kolmio K, johon on merkitty integroinnissa ka¨ytetta¨va¨t alueet
K1,K2 ja K3.
Integroidaan ensin muuttujan y suhteen. Ta¨llo¨in
I12 = 3
∫ 1
2+
√
2
0
−x/
(1+
√
2)x−1
y(1− log x) dx
= 3
∫ 1
2+
√
2
0
(
−x− ((1 +
√
2)x− 1)
)
(1− log x)dx
= 3
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− (2 +
√
2)x
)
(1− log x) dx.
Kerrotaan lausekkeet keskena¨a¨n.
I12 = 3
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− log x− (2 +
√
2)x+ (2 +
√
2)x log x
)
dx. (14)
Ensimma¨iset integraalit ovat helppoja. Lasketaan integraalin viimeinen termi
osittaisintegroimalla ka¨ytta¨en kaavaa (4). Valitaan
f ′(x) = x eli f(x) =
1
2
x2 ja g(x) = log x eli g′(x) =
1
x
.
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Ta¨llo¨in
∫ 1
2+
√
2
0
x log x dx =
1
2+
√
2/
0
1
2
x2 log x−
∫ 1
2+
√
2
0
1
2
x2
1
x
dx
=
1
2+
√
2/
0
1
2
x2 log x−
∫ 1
2+
√
2
0
1
2
x dx.
Lasketaan nyt kaikki integraalit.
I12 = 3
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− log x− (2 +
√
2)x+ (2 +
√
2)x log x
)
dx
= 3
1
2+
√
2/
0
(
x− x log |x|+ x− 2 +
√
2
2
x2
)
+ 3(2 +
√
2)

1
2+
√
2/
0
1
2
x2 log x−
∫ 1
2+
√
2
0
1
2
x dx
 .
Yhdisteta¨a¨n termeja¨ ja lasketaan loput integraalit.
I12 = 3
1
2+
√
2/
0
(
2x− x log x− 2 +
√
2
2
x2
)
+ 3(2 +
√
2)

1
2+
√
2/
0
1
2
x2 log x−
1
2+
√
2/
0
1
4
x2 dx

= 3
1
2+
√
2/
0
(
2x− x log x− 2 +
√
2
2
x2 +
2 +
√
2
2
x2 log x− 2 +
√
2
4
x2
)
.
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Lajitellaan termeja¨ ja sijoitetaan rajat.
I12 = 3
1
2+
√
2/
0
(
2x− 3(2 +
√
2)
4
x2 +
2 +
√
2
2
x2 log x− x log x
)
= 3
(
2
2 +
√
2
− 3(2 +
√
2)
4
(
1
2 +
√
2
)2)
+ 3
(
2 +
√
2
2
(
1
2 +
√
2
)2
log
1
2 +
√
2
− 1
2 +
√
2
log
1
2 +
√
2
)
= 3
(
8− 3
4(2 +
√
2)
+
−2 + 1
2(2 +
√
2)
log
1
2 +
√
2
)
=
3
2 +
√
2
(
5
4
− 1
2
log
1
2 +
√
2
)
.
Lasketaan viela¨ integraali yli alueen K3. Siirreta¨a¨n alue K3 koordinaatis-
tossa samaan paikkaan kuin alue K2.
Kuva 5: Alkupera¨inen alue K3 siirrettyna¨ kohtaan, jossa se on helpompi
integroida.
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Merkita¨a¨n laskevaa suoraa symbolilla y1(x) ja alempana sijaitsevaa nouse-
vaa suoraa symbolilla y2(x). Ka¨yteta¨a¨n lukiosta tuttua pisteiden (x1, x2) ja
(y1, y2) kautta kulkevan suoran kaavaa
y − y1 = y2 − y1
x2 − x1 (x− x1).
Ta¨llo¨in
y1(x) = −2 +
√
2√
2
x
ja
y2(x) =
2 +
√
2√
2
x−
√
2.
Nyt voimme laskea integraalin yli alueen K3. Siis
I13 =
∫ 1
2+
√
2
0
∫ − 2+√2√
2
x
2+
√
2√
2
x−√2
(
3 log
1
x
+ 3
)
dy dx
= 3
∫ 1
2+
√
2
0
∫ − 2+√2√
2
x
2+
√
2√
2
x−√2
(log 1− log x+ 1) dy dx
= 3
∫ 1
2+
√
2
0
∫ − 2+√2√
2
x
2+
√
2√
2
x−√2
(1− log x) dy dx.
Integroidaan muuttujan y suhteen. Ta¨llo¨in
I13 = 3
∫ 1
2+
√
2
0
− 2+
√
2√
2
x/
2+
√
2√
2
x−√2
y(1− log x) dx
= 3
∫ 1
2+
√
2
0
(
−2 +
√
2√
2
x(1− log x)− (2 +
√
2√
2
x−
√
2)(1− log x)
)
dx
= 3
∫ 1
2+
√
2
0
(
−
√
2(2 +
√
2)x+
√
2
)
(1− log x) dx.
Otetaan vakio
√
2 yhteiseksi tekija¨ksi ja kerrotaan lausekkeet keskena¨a¨n.
I13 = 3
√
2
∫ 1
2+
√
2
0
(
−(2 +
√
2)x+ 1
)
(1− log x) dx
= 3
√
2
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− log x− (2 +
√
2)x+ (2 +
√
2)x log x
)
dx.
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Huomaamme, etta¨ alin integraali on vakiota
√
2 vaille sama kuin integraali
(14) tapauksessa I12 . Yhdista¨ma¨lla¨ lasketut integraalit, saamme
I1 = I11 + I
1
2 + I
1
3 = I
1
2 + I
1
2 +
√
2I12 = (2 +
√
2)I12
= (2 +
√
2)
3
2 +
√
2
(
5
4
− 1
2
log
1
2 +
√
2
)
= 3
(
5
4
− 1
2
log
1
2 +
√
2
)
.
2. Oletetaan, etta¨ p = 2. Lasketaan ensin taas integraali yli alueen K2
joka on sama kuin integraali yli alueen K1. Lopuksi lasketaan integraali yli
alueen K3. Nyt
I22 =
∫ 1
2+
√
2
0
∫ −x
(1+
√
2)x−1
(
3 log
1
x
+ 3
)2
dy dx
= 32
∫ 1
2+
√
2
0
∫ −x
(1+
√
2)x−1
(log 1− log x+ 1)2 dy dx
= 32
∫ 1
2+
√
2
0
∫ −x
(1+
√
2)x−1
(1− log x)2 dy dx.
Integroidaan ensin muuttujan y suhteen.
I22 = 3
2
∫ 1
2+
√
2
0
−x/
(1+
√
2)x−1
y(1− log x)2dx
= 32
∫ 1
2+
√
2
0
(
−x(1− log x)2 − ((1 +
√
2)x− 1)(1− log x)2
)
dx
= 32
∫ 1
2+
√
2
0
(
(1− (2 +
√
2)x)(1− log x)2
)
dx
= 32
∫ 1
2+
√
2
0
(
(1− (2 +
√
2)x)(1− 2 log x+ (log x)2)
)
dx.
Kerrotaan lausekkeet keskena¨a¨n, jolloin
I22 = 3
2
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− (2 +
√
2)x− 2 log x+ 2(2 +
√
2)x log x
)
dx (15)
+ 32
∫ 1
2+
√
2
0
(
(log x)2 − (2 +
√
2)x(log x)2
)
dx.
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Aloitetaan integrointi muuttujan x suhteen. Osa integraaleista on helppo
laskea ja osa samanlaisia osittaisintegrointeja joita tehtiin tapauksessa p = 1.
Nyt on kuitenkin laskettavana myo¨s integraalit muotoa∫ 1
2+
√
2
0
x(log x)2 dx
seka¨ ∫ 1
2+
√
2
0
(log x)2 dx.
Lasketaan ylempi integraali ka¨ytta¨ma¨lla¨ osittaisintegrointikaavaa (4) kaksi
kertaa. Valitaan nyt etta¨
f ′(x) = x eli f(x) =
1
2
x2 ja g(x) = (log x)2 eli g′(x) = 2
1
x
log x.
Ta¨llo¨in ∫ 1
2+
√
2
0
x(log x)2 dx =
1
2+
√
2/
0
1
2
x2(log x)2 −
∫ 1
2+
√
2
0
x log x dx.
Ja¨ljelle ja¨a¨nyt integraali saadaan laskemalla ka¨ytta¨en osittaisintegrointikaa-
vaa (4) kuten aiemmin. Lasketaan sitten integraali muotoa∫ 1
2+
√
2
0
(log x)2 dx.
Kirjoitetaan integraali yhta¨pita¨va¨sti muotoon∫ 1
2+
√
2
0
1 · (log x)2 dx
ja ka¨yteta¨a¨n osittaisintegrointikaavaa (4). Valitaan
f ′(x) = 1 eli f(x) = x ja g(x) = (log x)2 eli g′(x) =
2
x
log x.
Nyt
∫ 1
2+
√
2
0
1 · (log x)2 dx =
1
2+
√
2/
0
x(log x)2 dx−
∫ 1
2+
√
2
0
x
2
x
log x dx
=
1
2+
√
2/
0
x(log x)2 dx−
∫ 1
2+
√
2
0
2 log x dx.
4 KOLMIO 29
Nyt voimme laskea integraalin yli alueen K2 loppuun. Integroidaan muuttu-
jan x suhteen, jolloin
I22 = 3
2
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− (2 +
√
2)x− 2 log x+ 2(2 +
√
2)x log x
)
dx
+ 32
∫ 1
2+
√
2
0
(
(log x)2 − (2 +
√
2)x(log x)2
)
dx
= 32
1
2+
√
2/
0
(
x− 2 +
√
2
2
x2 − 2(x log |x| − x)
)
+ 32 · 2(2 +
√
2)

1
2+
√
2/
0
1
2
x2 log x−
∫ 1
2+
√
2
0
1
2
x dx

+ 32

1
2+
√
2/
0
x(log x)2 − 2
∫ 1
2+
√
2
0
log x dx

− 32(2 +
√
2)

1
2+
√
2/
0
1
2
x2(log x)2 −
∫ 1
2+
√
2
0
x log x dx
 .
Yhdistella¨a¨n termeja¨ ja lasketaan integraaleja.
I22 = 3
2
1
2+
√
2/
0
(
x− 2 +
√
2
2
x2 − 2x log x+ 2x
)
+ 32 · 2(2 +
√
2)
1
2+
√
2/
0
(
1
2
x2 log x− 1
4
x2
)
+ 32
1
2+
√
2/
0
(
x(log x)2 − 2x log x+ 2x)
− 32(2 +
√
2)
1
2+
√
2/
0
(
1
2
x2(log x)2 − 1
2
x2 log x
)
− 32(2 +
√
2)
∫ 1
2+
√
2
0
1
2
x dx.
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Lasketaan sulkuja auki seka¨ viimeinen integraali.
I22 = 3
2
1
2+
√
2/
0
(
x− 2 +
√
2
2
x2 − 2x log x+ 2x+ (2 +
√
2)x2 log x
)
+ 32
1
2+
√
2/
0
(
−2 +
√
2
2
x2 + x(log x)2 − 2x log x+ 2x
)
+ 32
1
2+
√
2/
0
(
−2 +
√
2
2
x2(log x)2 +
2 +
√
2
2
x2 log x− 2 +
√
2
4
x2
)
.
Lajitellaan termit.
I22 = 3
2
1
2+
√
2/
0
(
x+ 2x+ 2x− 2 +
√
2
2
x2 − 2 +
√
2
2
x2 − 2 +
√
2
4
x2
)
+ 32
1
2+
√
2/
0
(
−2x log x+ (2 +
√
2)x2 log x− 2x log x+ 2 +
√
2
2
x2 log x
)
+ 32
1
2+
√
2/
0
(
x(log x)2 − 2 +
√
2
2
x2(log x)2
)
= 32
1
2+
√
2/
0
(
5x−
(
2 +
√
2 +
2 +
√
2
4
)
x2
)
+ 32
1
2+
√
2/
0
(
3(2 +
√
2)
2
x2 − 4x
)
log x+ 32
1
2+
√
2/
0
(
x− 2 +
√
2
2
x2
)
(log x)2.
Sijoitetaan lopuksi integraalin rajat.
I22 = 3
2
(
5
2 +
√
2
− 5
4(2 +
√
2)
+
(
3
2(2 +
√
2)
− 4
2 +
√
2
)
log
1
2 +
√
2
)
+ 32
(
1
2 +
√
2
− 1
2(2 +
√
2)
)(
log
1
2 +
√
2
)2
=
32
2 +
√
2
(
15
4
− 5
2
log
1
2 +
√
2
+
1
2
(
log
1
2 +
√
2
)2)
.
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Lasketaan seuraavaksi integraali yli alueen K3.
I23 =
∫ 1
2+
√
2
0
∫ − 2+√2√
2
x
2+
√
2√
2
x−√2
(
3 log
1
x
+ 3
)2
dydx
= 32
∫ 1
2+
√
2
0
∫ − 2+√2√
2
x
2+
√
2√
2
x−√2
(1− log x)2 dydx.
Integroidaan muuttujan y suhteen ja sijoitetaan rajat.
I23 = 3
2
∫ 1
2+
√
2
0
− 2+
√
2√
2
x/
2+
√
2√
2
x−√2
y (1− log x)2 dx
= 32
∫ 1
2+
√
2
0
(
−2 +
√
2√
2
x− 2 +
√
2√
2
x+
√
2
)
(1− log x)2 dx
= 32
∫ 1
2+
√
2
0
(
−
√
2(2 +
√
2)x+
√
2
)
(1− log x)2 dx.
Voimme ottaa vakion
√
2 yhteiseksi tekija¨ksi, jolloin
I23 = 3
2
√
2
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− (2 +
√
2)x
)
(1− log x)2 dx.
Avataan toinen potenssi ja kerrotaan lausekkeet keskena¨a¨n. Ta¨llo¨in
I23 = 3
2
√
2
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− (2 +
√
2)x
) (
1− 2 log x+ (log x)2) dx
= 32
√
2
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− 2 log x+ (log x)2 − (2 +
√
2)x
)
dx
+ 32
√
2
∫ 1
2+
√
2
0
(
2(2 +
√
2)x log x− (2 +
√
2)x(log x)2
)
dx.
Nyt ta¨ma¨ on vakiota
√
2 vaille sama integraali kuin tapauksen I22 kaava (15).
Laskemalla integraalit yhteen, saamme
I2 = I21 + I
2
2 + I
2
3 = 2I
2
2 +
√
2I22 = (2 +
√
2)I22
= 32
(
15
4
− 5
2
log
1
2 +
√
2
+
1
2
(
log
1
2 +
√
2
)2)
.
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3. Lasketaan seuraavaksi tapaus p = 3. Tehda¨a¨n kuten aiemminkin eli
lasketaan ensin integraali yli alueen K2 ja sen ja¨lkeen yli alueen K3. Ta¨llo¨in
symmetrian nojalla olemme laskeneet integraalin yli koko kolmion K. Nyt
I32 =
∫ 1
2+
√
2
0
∫ −x
(1+
√
2)x−1
(
3 log
1
x
+ 3
)3
dydx
=
∫ 1
2+
√
2
0
∫ −x
(1+
√
2)x−1
33 (1− log x)3 dydx.
Integroidaan yhta¨lo¨ ensin muuttujan y suhteen. Ta¨llo¨in
I32 = 3
3
∫ 1
2+
√
2
0
∫ −x
(1+
√
2)x−1
(1− log x)3 dydx
= 33
∫ 1
2+
√
2
0
−x/
(1+
√
2)x−1
y(1− log x)3 dx
= 33
∫ 1
2+
√
2
0
(
−x− (1 +
√
2)x+ 1
)
(1− log x)3 dx
= 33
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− (2 +
√
2)x
)
(1− log x)3 dx.
Avataan kolmas potenssi ja kerrotaan lausekkeiden termit keskena¨a¨n.
I32 = 3
3
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− (2 +
√
2)x
) (
1− 3 log x+ 3(log x)2 − (log x)3) dx
= 33
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− 3 log x+ 3(log x)2 − (log x)3 − (2 +
√
2)x
)
dx (16)
+ 33
∫ 1
2+
√
2
0
(
3(2 +
√
2)x log x− 3(2 +
√
2)x(log x)2 + (2 +
√
2)x(log x)3
)
dx.
Suurin osa integraaleista on ja¨lleen tuttuja ja helppo laskea. Lasketaan kui-
tenkin integraalit ∫ 1
2+
√
2
0
(log x)3 dx
seka¨ ∫ 1
2+
√
2
0
x(log x)3 dx.
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Lasketaan ensimma¨inen integraali ka¨ytta¨en osittaisintegrointikaavaa (4). Va-
litaan
f ′(x) = 1 eli f(x) = x ja g(x) = (log x)3 eli g′(x) =
3
x
(log x)2.
Ta¨llo¨in ∫ 1
2+
√
2
0
(log x)3 dx =
∫ 1
2+
√
2
0
1 · (log x)3 dx
=
1
2+
√
2/
0
x(log x)3 −
∫ 1
2+
√
2
0
3
x
(log x)2 · x dx
=
1
2+
√
2/
0
x(log x)3 −
∫ 1
2+
√
2
0
3(log x)2 dx.
Ja¨ljella¨ oleva integraali on laskettu jo aiemmin. Ka¨ytta¨ma¨lla¨ sita¨, saamme
=
1
2+
√
2/
0
x(log x)3 − 3

1
2+
√
2/
0
x(log x)2 dx−
∫ 1
2+
√
2
0
2 log x dx

=
1
2+
√
2/
0
x(log x)3 − 3x(log x)2 + 6(x log x− x)
=
1
2+
√
2/
0
x(log x)3 − 3x(log x)2 + 6x log x− 6x.
Lasketaan sitten alempi integraali∫ 1
2+
√
2
0
x(log x)3 dx.
Ka¨yteta¨a¨n ja¨lleen osittaisintegraalikaavaa (4). Valitaan
f ′(x) = x eli f(x) =
1
2
x2 ja g(x) = (log x)3 eli g′(x) =
3
x
(log x)2.
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Lasketaan
∫ 1
2+
√
2
0
x(log x)3 dx =
1
2+
√
2/
0
1
2
x2(log x)3 −
∫ 1
2+
√
2
0
3
x
(log x)2 · 1
2
x2 dx
=
1
2+
√
2/
0
1
2
x2(log x)3 −
∫ 1
2+
√
2
0
3
2
x(log x)2 dx.
Ja¨lkimma¨isen integraalin olemme jo laskeneet, joten ka¨yta¨mme sita¨. Ta¨llo¨in
1
2+
√
2/
0
(
1
2
x2(log x)3 − 3
4
x2(log x)2
)
+
∫ 1
2+
√
2
0
3
2
x log x dx
=
1
2+
√
2/
0
(
1
2
x2(log x)3 − 3
4
x2(log x)2 +
3
4
x2 log x
)
−
∫ 1
2+
√
2
0
3
4
x2
1
x
dx
=
1
2+
√
2/
0
(
1
2
x2(log x)3 − 3
4
x2(log x)2 +
3
4
x2 log x
)
−
∫ 1
2+
√
2
0
3
4
x dx
=
1
2+
√
2/
0
(
1
2
x2(log x)3 − 3
4
x2(log x)2 +
3
4
x2 log x− 3
8
x2
)
.
Nyt voimme laskea integraalin I32 loppuun. Nyt
I32 = 3
3
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− 3 log x+ 3(log x)2 − (log x)3 − (2 +
√
2)x
)
dx
+ 33
∫ 1
2+
√
2
0
(
3(2 +
√
2)x log x− 3(2 +
√
2)x(log x)2 + (2 +
√
2)x(log x)3
)
dx
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= 33
1
2+
√
2/
0
(
x− 3x log x+ 3x+ 3x(log x)2 − 6x log x+ 6x)
+ 33
1
2+
√
2/
0
(
−x(log x)3 + 3x(log x)2 − 6x log x+ 6x− 2 +
√
2
2
x2
)
+ 33
1
2+
√
2/
0
(
+
3(2 +
√
2)
2
x2 log x− 3(2 +
√
2)
4
x2 − 3(2 +
√
2)
2
x2(log x)2
)
+ 33
1
2+
√
2/
0
(
3(2 +
√
2)
2
x2 log x− 3(2 +
√
2)
4
x2 +
2 +
√
2
2
x2(log x)3
)
+ 33
1
2+
√
2/
0
(
−6(2 +
√
2)
8
x2(log x)2 +
6(2 +
√
2)
8
x2 log x− 3(2 +
√
2)
8
x2
)
.
Yhdisteta¨a¨n termeja¨. Siis
I32 = 3
3
1
2+
√
2/
0
(
16x− 19(2 +
√
2)
8
x2 − 15x log x
)
+ 33
1
2+
√
2/
0
(
3(2 +
√
2)x2 log x+
6(2 +
√
2)
8
x2 log x+ 6x(log x)2
)
+ 33
1
2+
√
2/
0
(
−3(2 +
√
2)
2
x2(log x)2 − 6(2 +
√
2)
8
x2(log x)2
)
+ 33
1
2+
√
2/
0
(
−x(log x)3 + 2 +
√
2
2
x2(log x)3
)
= 33
1
2+
√
2/
0
(
16x− 19(2 +
√
2)
8
x2 − 15x log x+ 30(2 +
√
2)
8
x2 log x+ 6x(log x)2
)
+ 33
1
2+
√
2/
0
(
−18(2 +
√
2)
8
x2(log x)2 − x(log x)3 + 2 +
√
2
2
x2(log x)3
)
.
4 KOLMIO 36
Sijoitetaan integraalin rajat. Ta¨llo¨in
I32 = 3
3
(
16
2 +
√
2
− 19
8(2 +
√
2)
− 15
2 +
√
2
log
1
2 +
√
2
+
30
8(2 +
√
2)
log
1
2 +
√
2
)
+ 33
(
6
2 +
√
2
(
log
1
2 +
√
2
)2
− 18
8(2 +
√
2)
(
log
1
2 +
√
2
)2)
+ 33
(
1
2 +
√
2
(
log
1
2 +
√
2
)3
+
1
2(2 +
√
2)
(
log
1
2 +
√
2
)3)
=
33
2 +
√
2
(
16− 19
8
− 15 log 1
2 +
√
2
+
30
8
log
1
2 +
√
2
+ 6
(
log
1
2 +
√
2
)2)
+
33
2 +
√
2
(
−18
8
(
log
1
2 +
√
2
)2
−
(
log
1
2 +
√
2
)3
+
1
2
(
log
1
2 +
√
2
)3)
Sievenneta¨a¨n lauseketta lisa¨a¨, jolloin saamme
I32 =
33
2 +
√
2
(
109
8
− 45
4
log
1
2 +
√
2
+
15
4
(
log
1
2 +
√
2
)2
− 1
2
(
log
1
2 +
√
2
)3)
.
Lasketaan viela¨ integraali I33 . Lasketaan kuten aiemminkin
I33 =
∫ 1
2+
√
2
0
∫ − 2+√2√
2
x
2+
√
2√
2
x−√2
(
3 log
1
x
+ 3
)3
dydx
= 33
∫ 1
2+
√
2
0
∫ − 2+√2√
2
x
2+
√
2√
2
x−√2
(1− log x)3 dydx.
Integroidaan ensin muuttujan y suhteen.
I33 = 3
3
∫ 1
2+
√
2
0
− 2+
√
2√
2
x/
2+
√
2√
2
x−√2
y (1− log x)3 dx
= 33
∫ 1
2+
√
2
0
(
−2 +
√
2√
2
x− 2 +
√
2√
2
x+
√
2
)
(1− log x)3 dx
= 33
∫ 1
2+
√
2
0
√
2
(
1− (2 +
√
2)x
)
(1− log x)3 dx
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= 33
√
2
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− (2 +
√
2)x
) (
1− 3 log x+ 3(log x)2 − (log x)3) dx
= 33
√
2
∫ 1
2+
√
2
0
(
1− 3 log x+ 3(log x)2 − (log x)3 − (2 +
√
2)x
)
dx
+ 33
√
2
∫ 1
2+
√
2
0
(
3(2 +
√
2)x log x− 3(2 +
√
2)x(log x)2 + (2 +
√
2)x(log x)3
)
dx.
Ta¨ma¨ on vakiota
√
2 vaille sama integraali kuin tapauksen I32 lauseke (16).
Nyt voimme laskea integraalin yli kolmion K loppuun. Siis
I3 = I31 + I
3
2 + I
3
3 = 2I
3
2 +
√
2I32 =
(
2 +
√
2
)
I32
=
33(2 +
√
2)
2 +
√
2
(
109
8
− 45
4
log
1
2 +
√
2
+
15
4
(
log
1
2 +
√
2
)2
− 1
2
(
log
1
2 +
√
2
)3)
= 33
(
109
8
− 45
4
log
1
2 +
√
2
+
15
4
(
log
1
2 +
√
2
)2
− 1
2
(
log
1
2 +
√
2
)3)
.
Lause 4.3. Kolmio on Lp-keskiarvoalue kaikilla 1 ≤ p <∞.
Todistus. Tulos seuraa Susan Staplesin tuloksista [St].
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5 A¨a¨rellinen piikkialue
Lause 5.1. Olkoon D = K ∪ S ⊂ R2 alue, missa¨ K on kolmio
K = {(x, y) : x− 2 < y < 2− x, 1 ≤ x < 2}
ja S on piikki
S = {(x, y) : y2 < g(x)2, 0 < x < 1}
ja funktio g ∈ C2[0, 1] toteuttaa seuraavat ehdot:
A. g(0) = 0, g(1) = 1
B. 0 < g′(x) ≤M, kun 0 < x ≤ 1, jollakin kiintea¨lla¨ M
C. g′′(x) ≥ 0, kun 0 < x ≤ 1.
Ta¨llo¨in D on Lp-keskiarvoalue jos ja vain jos∫ 1
0
g(x)
(∫ 1
x
1
g(t)
dt
)p
dx <∞. (17)
Todistus. Aloitetaan todistus ka¨yma¨lla¨ la¨pi geometriasta saatavat tarvitta-
vat yhta¨lo¨t. Merkinna¨lla¨ |γx,y| tarkoitetaan pisteiden x ja y va¨lisen janan
pituutta ja merkinna¨lla¨ γx,y pisteiden x ja y va¨lista¨ janaa. Pieni kolmio on
kuvassa 8 vihrea¨lla¨ korostettu ja suuri kolmio on koko kolmio. Ehdon C.
nojalla voimme valita eta¨isyyden b niin, etta¨
g(a1)− a2
b
= g′(a1).
Pienesta¨ kolmiosta saamme
sinφ =
|γc,z|
b
(18)
ja suuresta kolmiosta saadaan yhta¨lo¨
tanφ =
g(a1)− a2
b
. (19)
Ka¨ytta¨ma¨lla¨ Pythagoraan lausetta suuressa kolmiossa saadaan
cosφ =
b√
b2 + (g(a1)− a2)2
=
1√
1 + (g(a1)−a2
b
)2
=
1√
1 + g′(a1)2
. (20)
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1
1
x
y
Kuva 6: A¨a¨rellinen piikkialue kokonaisuudessan.
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z
g(a1)
z1 z0
g(a1)− a2
g(x)
x
Kuva 7: Kvasihyperbolisen metriikan lausekkeen laskemiseen tarvittava kol-
mio piikkialueen S sisa¨lla¨.
Kuva 8: Tarkka kuva piikkialueen S sisa¨a¨n piirretysta¨ kolmiosta.
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Kiinniteta¨a¨n piste z0 = (1, 0). Arvioidaan eta¨isyytta¨ kD(z, z0), missa¨ z =
(a1, a2) ∈ S. Olkoon z1 = (a1, 0) ja lasketaan yla¨raja eta¨isyydelle kD(z, z1)
ka¨ytta¨ma¨lla¨ leikkauskohtaa x = a1 piikissa¨ S. Kvasihyperbolisen eta¨isyyden
ma¨a¨ritelma¨n nojalla
kD(z, z1) = inf
γ
∫
γ
ds
dist(z, ∂D)
≤
∫
γz,z1
ds
dist(z, ∂D)
.
Lasketaan seuraavaksi eta¨isyys dist(z, ∂D). Ka¨yteta¨a¨n ylla¨ laskettuja yhta¨lo¨ita¨,
ensin yhta¨lo¨a¨ (18) ja seuraavaksi yhta¨lo¨a¨ (19). Ta¨llo¨in
dist(z, ∂D) ≥ |γc,z| = b sinφ = g(a1)− a2
tanφ
sinφ.
Kun ka¨yteta¨a¨n yhta¨lo¨a¨ (20) seka¨ oletusta (B.), kaikille z ∈ S saadaan
dist(z, ∂D) ≥ g(a1)− a2√
1 + g′(a1)2
≥ g(a1)− a2√
1 +M2
.
Nyt voimme laskea kvasihyperbolisen eta¨isyyden kD(z, z1) loppuun. Ka¨ytta¨ma¨lla¨
laskettua eta¨isyytta¨ dist(z, ∂D) saadaan
kD(z, z1) ≤
∫
γz1,z
ds
dist(z, ∂D)
≤
∫ a2
0
√
1 +M2
g(a1)− t dt.
Tehda¨a¨n muuttujanvaihto g(a1)− t = u. Ta¨llo¨in du = −dt ja
kD(z, z1) ≤
∫ a2
0
√
1 +M2
g(a1)− t dt
= −
∫ g(a1)−a2
g(a1)
√
1 +M2
u
du = −
√
1 +M2
g(a1)−a2/
g(a1)
log |u|
= −
√
1 +M2 (log(g(a1)− a2)− log(g(a1)))
=
√
1 +M2 (log(g(a1))− log(g(a1)− a2))
=
√
1 +M2 log
g(a1)
g(a1)− a2 . (21)
Siis mille tahansa pisteelle z1 = (x, 0) eta¨isyys dist(z1, ∂D) toteuttaa seuraa-
vat epa¨yhta¨lo¨t
g(x) ≥ dist(z1, ∂D) ≥ g(x) cosφ, missa¨ tanφ = g′(x).
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Edellisen ja oletuksen (B.) nojalla
1
g(x)
≤ 1
dist(z1, ∂D)
≤
√
g′(x)2 + 1
g(x)
≤ C
g(x)
. (22)
Nyt saadaan arviot
kD(z1, z0) ≤ C
∫ 1
a1
dt
g(t)
(23)
seka¨
kD(z, z0) ≥
∫ 1
a1
dt
g(t)
. (24)
Tarvitsemme myo¨s seuraavaa arviota. Olkoon c, d ≥ 0. Ta¨llo¨in
(c+ d)p ≤ (2 max(c, d))p = 2p(max(c, d))p ≤ 2p(cp + dp). (25)
Ka¨yta¨mme seuraavaksi epa¨yhta¨lo¨ita¨ (23), (24) seka¨ arvioita (c+d)p ≤ 2p(cp+
dp) ja (21). Tarvitsemme lisa¨ksi kolmioepa¨yhta¨lo¨a¨ kD(z, z0) ≤ kD(z, z1) +
kD(z1, z0). Yhdista¨ma¨lla¨ kaikki ylla¨ mainitut, saamme kaikille z ∈ S(∫ 1
a1
dt
g(t)
)p
≤ kD(z, z0)p (26)
≤ 2p
((√
1 +M2 log
g(a1)
g(a1)− r
)p
+
(
C
∫ 1
a1
dt
g(t)
)p)
.
Oletetaan ensin, etta¨ epa¨yhta¨lo¨ (17) on voimassa. Integroidaan epa¨yhta¨lo¨n
(26) oikea puoli piikin S yli. Ta¨llo¨in∫
S
kD(z, z0)
pdz ≤ 2
(
2
√
1 +M2
)p ∫ 1
0
∫ g(x)
0
(
log
g(x)
g(x)− r
)p
dydx
+ 2 · 2p
∫ 1
0
∫ g(x)
0
(
C
∫ 1
x
dt
g(t)
)p
dydx.
Viitteessa¨ [St] on osoitettu kappaleen kolme lausetta 3.1 vastaava lause kai-
kille n ≥ 1 ja 1 ≤ p <∞. Ta¨ma¨n nojalla
2
(
2
√
1 +M2
)p ∫ 1
0
∫ g(x)
0
(
log
g(x)
g(x)− r
)p
dydx
≤ C3
∫ 1
0
g(x) dx ≤ C3m(D).
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Tutkitaan sitten ja¨lkimma¨ista¨ integraalia. Integroidaan se ensin muuttujan
y suhteen. Ta¨llo¨in
2 · 2p
∫ 1
0
∫ g(x)
0
(
C
∫ 1
x
dt
g(t)
)p
dydx = 2 · 2p
∫ 1
0
g(x)
(
C
∫ 1
x
dt
g(t)
)p
dx
= 2(2C)p
∫ 1
0
g(x)
(∫ 1
x
dt
g(t)
)p
dx.
Oletuksen nojalla integraali∫ 1
0
g(x)
(∫ 1
x
dt
g(t)
)p
dx
on a¨a¨rellinen ja∫
S
kD(z, z0)
pdx ≤ 2(2C)p
∫ 1
0
g(x)
(∫ 1
x
dt
g(t)
)p
dx+ C3m(D) <∞.
Koska kolmio K ja piikki S ovat Lp-keskiarvoalueita, niin∫
D
kD(z, z0)
pdz ≤
∫
K
kD(z, z0)
pdz +
∫
S
kD(z, z0)
pdz
≤
∫
K
(kD(z, ωk) + kD(ωk, z0))
p dz +
∫
S
(kD(z, ωs) + kD(ωs, z0))
p dz
≤ 2p
∫
K
kK(z, ωk)
pdz + C + 2p
∫
S
kS(z, ωs)
pdz + C <∞,
missa¨ ωk ∈ K ja ωs ∈ S ovat kiinnitettyja¨. Siis alue D on Lp-keskiarvoalue.
Oletetaan nyt etta¨ D on Lp-keskiarvoalue. Havaitaan, etta¨
2
∫ 1
0
g(x)
(∫ 1
x
dt
g(t)
)p
dx (27)
= 2
∫ 1
0
∫ g(x)
0
(∫ 1
x
dt
g(t)
)p
dydx =
∫
S
(∫ 1
a1
dt
g(t)
)p
dx.
Koska D on Lp-keskiarvoalue, niin∫
S
kD(z, z0)
pdz ≤
∫
S
kD(z, z0)
pdz +
∫
K
kD(z, z0)
pdz ≤
∫
D
kD(z, z0)
pdz <∞
ja kD(z, z0)
p ≥ 0. Ta¨llo¨in epa¨yhta¨lo¨n (26) ja laskun (27) nojalla∫ 1
0
g(x)
(∫ 1
x
dt
g(t)
)p
dx =
1
2
∫
S
(∫ 1
a1
dt
g(t)
)p
dx
≤
∫
S
kD(z, z0)
pdx <∞.
Siis integraali (17) on a¨a¨rellinen.
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Edellisesta¨ lauseesta saadaan hyo¨dyllinen seurauslause.
Lause 5.2. Olkoon D = K ∪ S ⊂ R2 alue, missa¨ K on kolmio
K = {(x, y) : x− 2 < y < 2− x, 1 ≤ x < 2}
ja S on piikki
S = {(x, y) : y2 < g(x)2, 0 < x < 1}.
Olkoon funktio g(x) = xk, k > 1. Oletetaan, etta¨ p > 1. Ta¨llo¨in D on Lp-
keskiarvoalue, jos ja vain jos∫ 1
0
xk
(∫ 1
x
1
tk
dt
)p
dx <∞. (28)
Ylla¨ oleva integraali (28) suppenee, jos ja vain jos
k <
p+ 1
p− 1 .
Todistus. Lauseesta 5.1 seuraa suoraan, etta¨ ylla¨ annettu alue on Lp-keski-
arvoalue, jos ja vain jos integraali kaavarivilla¨ (28) on a¨a¨rellinen. Ylla¨ olevan
lauseen todistamiseksi riitta¨a¨ osoittaa eksponentille asetettu ehto. Osoitetaan
lyhyesti etta¨ funktio xk toteuttaa lauseen ehdot.
A. g(0) = 0k = 0 g(1) = 1k = 1
B. 0 < kxk−1 ≤ k ≤M, kun 0 < x ≤ 1
C. k(k − 1)xk−2 ≥ 0, kun 0 < x ≤ 1.
Osoitetaan, etta¨ integraali kaavarivilla¨ (28) on a¨a¨rellinen, kun k < p+1
p−1 .
Suoraan laskemalla seka¨ ka¨ytta¨ma¨lla¨ arviota (25) saadaan
∫ 1
0
xk
(∫ 1
x
dt
tk
)p
dx =
∫ 1
0
xk
(
1/
x
t−k+1
−k + 1
)p
dx
=
∫ 1
0
xk
(
1
1− k −
x1−k
1− k
)p
dx < 2p
∫ 1
0
xk
(
1
(1− k)p −
xp(1−k)
(1− k)p
)
dx
= 2p
∫ 1
0
(
xk
(1− k)p −
xk+p(1−k)
(1− k)p
)
dx
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Edella¨ oleva integraali on a¨a¨rellinen, kun k+p(1−k)+1 = k(1−p)+p+1 > 0.
Suoraan laskemalla saadaan
k(1− p) + p+ 1 > 0
k(1− p) > −(p+ 1)
k <
−(p+ 1)
1− p
k <
p+ 1
p− 1 .
Oletetaan nyt, etta¨ (28) on a¨a¨rellinen ja osoitetaan, etta¨ k < p+1
p−1 . Nyt∫ 1
0
xk
(∫ 1
x
1
tk
dt
)p
dx =
∫ 1
0
xk
(
1/
x
t1−k
1− k
)p
dx
=
∫ 1
0
xk
(
x1−k
k − 1 −
1
k − 1
)p
dx
Koska ylla¨ oleva integraali on a¨a¨rellinen, niin k+ p(1− k) > −1 ja kp > −1.
Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ k < p+1
p−1 .
Siis alue D on Lp-keskiarvoalue, jos ja vain jos k < p+1
p−1 .
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6 A¨a¨retto¨myyteen jatkuva piikkialue
Osoitetaan seuraavaksi, etta¨ on olemassa a¨a¨retto¨myyteen jatkuva piikki, joka
on Lp-keskiarvoalue.
Lause 6.1. Olkoon D = K ∪ S ∈ R2 alue, missa¨ K on kolmio
K = {(x, y) : x > 0, y < x, y > −x, 0 < x ≤ 1}
ja S on piikki
S = {(x, y) : y2 < g(x)2, 1 < x <∞}
ja funktio g toteuttaa seuraavat ehdot:
A. g(1) = 1, limx→∞ g(x) = 0, g′(x) < −1, kun x ∈ [1, 2)
B. −M ≤ −g′(x) < 0, kun 1 < x <∞, jollakin kiintea¨lla¨ M
C. g′′(x) ≥ 0, kun 1 < x <∞.
Ta¨llo¨in D on Lp-keskiarvoalue jos ja vain jos∫ ∞
1
g(x)
(∫ x
1
1
g(t)
dt
)p
dx <∞. (29)
Todistus. Trigonometriset yhta¨lo¨t saadaan ta¨ysin samalla tavalla kuin a¨a¨rellisessa¨
piikissa¨, kolmiot vain on peilattu y-akselin suhteen. Merkinna¨lla¨ | γx,y | tar-
koitetaan pisteiden x ja y va¨lisen janan pituutta ja merkinna¨lla¨ γx,y tar-
koitetaan pisteiden x ja y va¨lista¨ janaa. Ehdon C. nojalla voimme valita
eta¨isyyden b niin, etta¨
g(a1)− a2
b
= g′(a1).
Nyt pienesta¨ kolmiosta saadaan
sinφ =
|γc,z|
b
(30)
ja suuresta kolmiosta saadaan yhta¨lo¨
tanφ =
g(a1)− a2
b
. (31)
Pythagoraan lausetta ka¨ytta¨ma¨lla¨ suuresta kolmiosta saadaan
cosφ =
1√
1 + g′(a1)2
. (32)
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1
1
x
y
g(x)
Kuva 9: A¨a¨retto¨myyteen jatkuva piikkialue.
g(x)
z
z1z0
x
Kuva 10: Kolmio a¨a¨retto¨myyteen jatkuvassa piikissa¨.
6 A¨A¨RETTO¨MYYTEEN JATKUVA PIIKKIALUE 48
Kiinniteta¨a¨n piste z0 = (1, 1) ja olkoon z = (a1, a2) ∈ S mielivaltainen
piste piikissa¨ S ja olkoon z1 = (a1, 0) piste x-akselilla. Lasketaan nyt yla¨raja
eta¨isyydelle kD(z, z1) ka¨ytta¨ma¨lla¨ piikissa¨ S olevaa leikkauskohtaa x = a1.
Kvasihyperbolisen eta¨isyyden ma¨a¨ritelma¨n nojalla
kD(z, z1) = inf
γ
∫
γ
ds
dist(z, ∂D)
≤
∫
γz,z1
ds
dist(z, ∂D)
.
Lasketaan seuraavaksi eta¨isyys dist(z, ∂D). Ka¨yteta¨a¨n edella¨ annettuja yhta¨lo¨ita¨,
ensin yhta¨lo¨a¨ (30) ja sen ja¨lkeen yhta¨lo¨a¨ (31). Ta¨llo¨in
dist(z, ∂D) ≥ |γc,z| = b sinφ = g(a1)− a2
tanφ
sinφ.
Ka¨yteta¨a¨n yhta¨lo¨a¨ (32) seka¨ oletusta (B.). Ta¨llo¨in kaikille z ∈ S saamme
dist(z, ∂D) ≥ g(a1)− a2√
1 + g′(a1)2
≥ g(a1)− a2√
1 +M2
.
Lasketaan kvasihyperbolinen eta¨isyys kD(z, z1) loppuun. Ka¨yteta¨a¨n laskettua
eta¨isyytta¨, jolloin
kD(z, z1) ≤
∫
γz1,z
ds
dist(z, ∂D)
≤
∫ a2
0
√
1 +M2
g(a1)− t dt.
Tehda¨a¨n muuttujanvaihto g(a1)− t = u. Ta¨llo¨in du = −dt ja∫ a2
0
√
1 +M2
g(a1)− t dt
= −
∫ g(a1)−a2
g(a1)
√
1 +M2
u
du = −
√
1 +M2
g(a1)−a2/
g(a1)
log |u|
= −
√
1 +M2 (log(g(a1)− a2)− log(g(a1)))
=
√
1 +M2 (log(g(a1))− log(g(a1)− a2))
=
√
1 +M2 log
g(a1)
g(a1)− a2 . (33)
Siis mille tahansa pisteelle z1 = (x, 0) eta¨isyys dist(z1, ∂D) toteuttaa seuraa-
vat epa¨yhta¨lo¨t
g(x) ≥ dist(z1, ∂D) ≥ g(x) cosφ, missa¨ tanφ = g′(x).
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Edellisen ja oletuksen (B.) nojalla
1
g(x)
≤ 1
dist(z1, ∂D)
≤
√
g′(x)2 + 1
g(x)
≤ C
g(x)
. (34)
Ta¨sta¨ saamme arviot
kD(z1, z0) ≤ C
∫ a1
1
dt
g(t)
(35)
seka¨
kD(z, z0) ≥
∫ a1
1
dt
g(t)
. (36)
Kolmioepa¨yhta¨lo¨n nojalla kD(z, z0) ≤ kD(z, z1) + kD(z1, z0). Ka¨ytta¨ma¨lla¨
lisa¨ksi epa¨yhta¨lo¨ita¨ (35), (36) ja (25) seka¨ arviota (33) saamme kaikille z ∈ S(∫ a1
1
dt
g(t)
)p
≤ kD(z, z0)p (37)
≤ 2p
((√
1 +M2 log
g(a1)
g(a1)− r
)p
+
(
C
∫ a1
1
dt
g(t)
)p)
.
Oletetaan ensin, etta¨ epa¨yhta¨lo¨ (29) on voimassa. Integroidaan epa¨yhta¨lo¨n
(37) oikea puoli piikin S yli. Ta¨llo¨in∫
S
kD(z, z0)
pdz ≤ 2
(
2
√
1 +M2
)p ∫ ∞
1
∫ g(x)
0
(
log
g(x)
g(x)− r
)p
dydx
+ 2 · 2p
∫ ∞
1
∫ g(x)
0
(
C
∫ x
1
dt
g(t)
)p
dydx.
Viitteessa¨ [St] on osoitettu kappaleen kolme lausetta 3.1 vastaava lause kai-
kille n ≥ 1 ja 1 ≤ p <∞. Ta¨ma¨n nojalla
2 ·
(
2
√
1 +M2
)p ∫ ∞
1
∫ g(x)
0
(
log
g(x)
g(x)− r
)p
dydx
≤ C3
∫ ∞
1
g(x) dx ≤ C3m(D).
Siirryta¨a¨n sitten toiseen integraaliin. Integroidaan se ensin muuttujan y suh-
teen. Ta¨llo¨in
2 · 2p
∫ ∞
1
∫ g(x)
0
(
C
∫ x
1
dt
g(t)
)p
dydx = 2 · 2p
∫ ∞
1
g(x)
(
C
∫ x
1
dt
g(t)
)p
dx
= 2(2C)p
∫ ∞
1
g(x)
(∫ x
1
dt
g(t)
)p
dx.
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Oletuksen nojalla integraali∫ ∞
1
g(x)
(∫ x
1
dt
g(t)
)p
dx
on a¨a¨rellinen ja∫
S
kD(z, z0)
pdm ≤ 2(2C)p
∫ ∞
1
g(x)
(∫ x
1
dt
g(t)
)p
dx+ C3m(D) <∞.
Koska kolmio K ja piikki S ovat Lp-keskiarvoalueita, niin∫
D
kD(z, z0)
pdz ≤
∫
K
kD(z, z0)
pdz +
∫
S
kD(z, z0)
pdz
≤
∫
K
(kD(z, ωk) + kD(ωk, z0))
p dz +
∫
S
(kD(z, ωs) + kD(ωs, z0))
p dz
≤ 2p
∫
K
kK(z, ωk)
pdz + C + 2p
∫
S
kS(z, ωs)
pdz + C <∞,
missa¨ ωk ∈ K ja ωs ∈ S ovat kiinnitettyja¨. Siis alue D on Lp-keskiarvoalue.
Oletetaan nyt etta¨ D on Lp-keskiarvoalue. Ta¨llo¨in
2
∫ ∞
1
g(x)
(∫ x
1
dt
g(t)
)p
dx (38)
= 2
∫ ∞
1
∫ g(x)
0
(∫ x
1
dt
g(t)
)p
dydx =
∫
S
(∫ a1
1
dt
g(t)
)p
dz.
Koska D on Lp-keskiarvoalue, niin epa¨yhta¨lo¨iden (37) ja (38) nojalla∫ ∞
1
g(x)
(∫ x
1
dt
g(t)
)p
dx =
1
2
∫
S
(∫ a1
1
dt
g(t)
)p
dz ≤
∫
S
kD(z, z0)
pdz <∞.
Siis integraali (29) on a¨a¨rellinen.
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